Mathématiques Prof B.Loukilia 
Lycée ibn toufail 2BACSM 
Oued-zem 


Travaux dirigés 5 


Calcul integral 


Exercice 1 : 
Calculer les intégrales suivantes : 


7 
18) [4 tan x + tan’ xdr 
(] 
ds 


5 1 
Re Tan) 
af In(1 ee 


A a(VE + Dar 


2 
13) 1 3 a —x)dx 


14) f corde 


hi 
o[ a Va? +1dx 
Jo 
7 l LCR 
€ 


1 
TE € 210 


9) cosxsinÿxdr 
J0 


Exercice 2 : 
En utilisant la technique d'intégration par partie ; Calculer les intégrales suivantes : 


‘ f je 
Pre É Or te [ arctan(zdr; L= [ 
0 0 0 


2) h= Î “otietOsher de [costs : R= 'A cos(In(x))dr ; 


1 
Ja = æ2e*dr 
(] 


Exercice 3 : 
En utilisant un changement de variable , calculer les intégrales suivantes : 


1 
Die S nee TER à B= fi 


In()dr; _L 


1 


3 1 
TE) A pose t — + 


In(æ) 
æ(1+In(x)) 


dx ;on pose t = In(x) 


2 
5 € 
1B= | ——ùx ;on poset = VE =; L= f 
' re : 5 h 


L 1 2 __1 z 
= [ PE n= | Tree ds pose = tan (5) 
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2) On utilisant un changement de variable convenable calculer : 
LÉ 


2 cosi(x) 


$ 1 se: 

J = { EE re 2= fe sm) a= TEE 
1 = 1 In(2) 

n= | Fe: #=/ Vi dr; Jé= VT+edr 
0 F 0 Ÿ 


Exercice 4 : 


2 


Li 


_ [5 sn 
Lives 1 [ T+2sm(t). 


On pose I = 


1+2sin(t) 


(] 
Calculer Let 1+J puis en déduire J 


Exercice 5 : 


1) Montrer que (x € [0:1]) : > 1 2 3 


+1 »+1 242-241) 2472-41) 


2) a) Mont [ L fr 
0) Montrer me [ir = À 


[ 1 d _T+Vv3ln(2) 
o +1 3V3 


b) En déduire que 


Exercice 6 : 


1 
1) Calculer I = [ zerctan(z)dr 


1 
1 
Some tent (state 
2) On pose J ;L | ( : de) rarctan(or 
11 
JM meT= Î (5) arcs (c}dr 
(Te 


b) En déduire que 2J = 1 , puis calculer I 


Exercice T : 


à 1 
1) Montrer que 2 Î ( + =) arctan(æ)dx = 
3 


2 
2) En déduire la valeur de Î (: + 3) arctan(x)dæ 


Exercice 8 : 


2x t 
Soit F ction définie PE c)= — dt 
Soit F la fonction définie par : F(x) [ TO 


1) déterminer Dr 


2) Montrer que F est continue et dérivable sur chacun des intervalles de son domaine de 
définition , puis calculer F'(x) 


% 4 
2) soit G(x) = et: 
4 ee 
Etudier la parité de G 
2+tan2(x) 1 


3) Soit K la fonction définie par : K(x) — { 

ER 1+cos2(x) Vé— 1 
Montrer que K° est définie sur ] — 2 2l 
Exercice 9 : 


Soit f une fonction continue sur [-—a; a] avec a > 0 


a a 
1) Montrer que si f est paire alors J(x)dx = 2[ f(x)dz 
-a (] 
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a 
2) Montrer que si f est impaire alors J(x)dx = 0 
a 


3) Soit f une fonction continue sur R et périodique telle que Tune période de J . 
Montrer que pour tout a ER : [” J(x)dx = [Pr 

s $ {a,b] . é 

f(a+b-—zx)dx 


4) Soit f une fonction continu 


b 
Montrer a | f(x)dx 
a 


La 
1 à 1 = 
5) En déduire I = à a'éttan(z)dr; J= k Vi=rd; K ' À In(1 + tan(z))dr 
-1 -1 (] 
Exercice 10 : : 
: 2A 1 
Soit (un) définie par : (Vn EN) :u, = f Er 


1) Montrer que (un) est croissante et convergente . 


dæ 


nr" 


1 
2) Soit la suite (v,) définie par : (Vn E N*) un = Te 
a) Montrer que (Vn E N°): vn = In(2) — [ In(1 +x")dr 

0 
b) Montrer que (VtERt); 0<n(1+t) <t 

1 
1 
En dédui a" +. PT NE 

c) En déduire que 0 < Î In(1+zx")dr < Ta Puis en déduire ALU Un 


3) Calculer Him n(1 — un) 


Exercice 11 : 


1 F L n 
Er TO im, / a" In(æ + 1)dæ 


Exercice 12 : 


BH — 
Soit F la fonction définie sur ]1, +oo[ par : F(x) = [ eM(#) qe 
ae 
ni +. 
1) a) Montrer que (Vr >1): eM(t+1) < p(x) < er) 
b) En déduire lim _F(x) 
#00 
2) a) Montrer que (Vu>0): e">u+1 
+1 
b) En déduire que (Vx > 1) : Î Ro <F(x 
3) a) Montrer que (Vt>0):  In(t) <t—1 


2H ] 
En déduire que (Vt à < ——dt i culer li: æ 
b) En déduire que (Vt > 1) In (: = :) <[ RO , puis calculer Jin, f(x) 
4) Étudier les variations de F puis dresser son tableau de variation 


5) Tracer la courbe de F dans un repère orthonormé (O.F,ÿ) 


Exercice 13 : 


1 aÿer 
On pose Lo -f e*dæ et In -[ ses, 
0 (] 


n! 


1) Montrer que (1h) est décroissante et positive et lim I =0 
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2) Montrer que (Vn EN*): 1, = en, + ht: 


En déduire lim 
n+o0 


Exercice 14 : 


fQ) = 


1) Calculer lim _ f(x) et lim f(x) , puis étudier la continuité en 1 
æ—+00 æ0+ 


Partie I) : On considère la fonction f définie sur ]0, +o{ par : { 


<P|in(1+t)| 


+ 2 
D Monter mepairioutéel ef | [ Se 
o 1+x 
+ #3; 2 
b) Montrer me | pd = ML +1) 44 & 
à). En déduire que f est dérivable en 1 et calculer f'(1) 


3) Étudier les variations de f puis dresser son tableau de variation 


: 
Partie II)» On considère la fonction définie sur (0, Foo[ per: 4 FE)= Î (ONE 50 
F(0) = 0 
2 In(x) 
æ+1 
à). Étudier la continuité de P à droite en 0'et caleuler ln F(x) 
sue 


1) a) Montrer que : (Vx €]0;+oof) : 


< F(x) <æln(x) 


c) Étudier la dérivabilité de F à droite en 0 
" 
2) Pour toit x e]0,+oo[ , on pose (x) = É (bat . 
| 
Calculer F(x) en fonction de 
que F est dérivable sur ]0, +oo[ et calculer F'(x) 


3) 


er les variations de F et dresser son tableau de variation 


à) Montrer que (Wx Eh, +00) 0 < F(x) < In(a) in(æ + 1) et que lim ZE 20 
ado æ 


5) Tracer la courbe de F dans un repère orthonormé (Q ñi) ; (On prend F (:) = -0,4) 


Exercice 15 : 


1 Caleuter 1 = f 
) Gatuter 1 = [| — 


2) Calculer la limite de la suite un = —= 


Exercice 16 : 
Calculer la limite des suites suivantes : 


k=n=1 kan kan k 

pr k d,: FR KR = 

Un Un = > 70 (5 5 Un= > so (£) 5 Sn= > men 
rest k=1 


Exercice 17 : ä 


Pour tout n € N° , on pose un = [[ (i + ë) et vn = In(un) 
H\n 


1 
4 e c *%): 1—-7<——<i1 
1) a) Montrer que (Vx ER) r< TS 
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b) En déduire que (Vx ER): 7% <n(l+x)<x 


re 
2) Montrer 4 toutn E N* ; — ——=|- 
rev mont Et DE (15 


3) En déduire lim v,et lim u, 
n-+o n-}Fo0 


Exercice 18 : (Bac 2018) 
Soit F une fonction définie sur R par F(x) 


. 
[ el dt 
0 


1) Montrer que F est continue et strictement croissante sur R 
2) a) Montrer que (vx €J0:+ocl): F(x)2x puis en déduire lim F(x) 
2-00 
b) Montrer que F est impaire puis en déduire lim. F(x) 
00 
c) Montrer que F est une bijection de R vers R 


d) Montrer que la fonction réciproque G de la fonction F est dérivable en O puis calculer 


G'(0) 
Exercice 19 : (Bac 2014) 
1 
= 
On considère la fonction g définie sur [0:= oœ par : 49(r)= 25e %; x >0 
g(0) = 0 
1) Montrer que g est continue sur [0;+00[ 
z 
2) Pour tout x € [0;-+oo[ on pose L(x) = Î g(t)dt 
J0 
a) Montrer que L est continue sur [0;+00[ 
b) Calculer L(x) pour tout x > 0 
€) Calculer Him, L(x) : en déduire la valeur de L(0) 
= 
1 p=n-1 ; 
3) pour tout entier naturel supérieur ou égale à 1 on pose : Sy=— Ÿ 9 (2) 
n 
pad 


Montrer que la suite (S,),> est convergente puis calculer sa limite 


Exercice 20 : (Bac 2017) 
Première partie : on considère la fonction f définie sur [0;+00[ par : 
* - 
(Vx €]0, +00) f(æ)= (i + 1) ex et f(0)=0 
z 
et (Cÿ) sa courbe dans un repère orthonormé (oi) (On prend |\Â| = ||f| = 2em) 
1) a) Montrer que f est continue à droite en 0 
b) Montrer que f est dérivable à droite on 0 


c) Montrer que f est dérivable sur ]0: +oo[ ; puis calculer f(x) pour tout x de l'intervalle 
]0: +oo[ 


2) a) Calculer lim f(x) puis interpréter géométriquement ce résultat 
a-f00 
b) dresser le tableau de variation de f 
3) a) Montrer que la courbe (Cy) admet un point d’inflerion I que l’on déterminera 


b) Tracer la courbe (Cf) . On prend :( f(1) 0,7 et 4e-Ÿ = 0,2 ) 
1 
[ro 


Deuxième partie : On considère la fonction F définie sur [0,+oo{ par : F(x 


) 
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1) Montrer que F est continue sur [0;+oo[ 
2) a) En utilisant la méthode de l'intégration par partie , montrer que : 
: © D 

(x €]0; +00 [) Le tdt=e re t 

a 


3) Calculer en (em?) l'aire du domaine délimité par la courbe (Cy) et les droites d'équations 
æ=0 2 ety=0 


4) On considère la suite (un), définie par : un = F(n)— F(n+2) 


a) En utilisant le théorème des accroissements finis , montrer que pour tout entier naturel 
n,ile 4 valle ]n;n + 1[ tel que : 


e un nombre réel 


vn dans l'in 


b) Montrer que (Vn E N°) 2 (i = 
c) En déduire lim un 
n-r+00 
Troisième partie 
1) a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n ; il existe un nombre réel unique an 


strictement positif tel que : f(an)=e n 


b) Montrer que la suite (as),,>, est croissante 


1 
€) Montrer que (fn EN) —+In ( +— 


ni An 


ï > 
2) a) Montrer que (Vte [0; +) 1-1< FRE <1-t+8 


22 
b) Montrer que (Vx € [0;+oof) F <-r+In(1+x)< 


3) Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 4 


a) Montrer que ay > 1 puis en déduire que a, > 1; (On admet que e4 >2) 


9 ä 
b) Montrer que :1--2< nn <1; ( Vous pouves-utiliser les questions 1)e) et 2)b) 
ñ 


de la troisième partie ) 


nm 


c) Montrer que : < an (vous pouvez utiliser les questions 3)a) et 3)b)); puis en 


déduire lim an 
n=+00 


3 : 2 
d) Déterminer : lim _ a 
neo 1] n 
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